Dérivation, convexité et récurrence
(approfondissement de cours)
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A rendre pour le 8 mars 2021

Les trois problémes de ce DM sont indépendants.
Le probléeme 1 ainsi que le probléme 2 jusqu’a la question 3 incluse sont obligatoires.

La suite est facultative.
Ce DM est a rédiger individuellement, mais il est recommandé de travailler en groupe

et de ne pas hésiter a échanger sur ses difficultés pour les surmonter.

Probléme 1 : inégalité de Jensen

Soit I un intervalle de R. Soit (z1,z2,...,2,) € I". On appelle combinaison linéaire
conveze de xq,...,x, une somme de la forme :

tixy +toxe + - + 2,

ou ty,ts,...,t, sont des réels de 'intervalle [0, 1], tels que t; +to + -+ + ¢, = 1.
L’objectif de ce probléme est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. Soit n € N*. Soient
X1, T, ..., T, n 1éels appartenant a I. Pour tous tq,. .., t, appartenant a [0, 1] tels que

bttt =1,

ft1xy + toxo + -+ -+ tuwy) <t f(xy) +taf (@) + -+t f ().

Pour tout n € N*, on appelle .77, la proposition « le théoréme est vrai au rang n ».
1. Expliquer pourquoi la proposition 74 est vraie.
2. Expliquer pourquoi la proposition .73 est vraie.

3. Démontrer que la proposition .743 est vraie. On pourra remarquer que si t{+to+t3 = 1,
alors en posant T' =1, +to, T+ t3 = 1.



3. Démontrer que la propriété .77, est héréditaire.
On pourra écrire :

t tn
tlxl + -+ tnmn + tn-l—lxn—&-l =T (%1’1 + -+ Txn) + tn—&-lxn—l—l

ot T =t; + -+t

4. Conclure.

Probléme 2 : les dérivées s’annulent a tout ordre

On définit pour la suite du probléme une fonction ¢ : R — R, par :

0 six < —1,
p(x) = qexp (—125) si—-1<z<1,
0 sixz > 1.

1. Donner la valeur de o™ (z) pour n € N et 2 €] — 0o, —1[U]1, +o0o]. Justifier sommai-
rement.

2. Exprimer les valeurs de ¢/(z) et ¢”(x) pour z €] — 1,1].

3. On définit la proposition :

S, . il existe un polynéme P, tel que pour tout
€]l —1,1]

P (x) = % exp (_1 —1x2) |

a) Justifier que %, ¥ et S sont vraies, et donner les expressions des polyndmes
Po7 P1 et PQ.

b) Soit k € N et 1y, : 2 +— (1 — 22)2". Calculer, pour z € R, ().

c) On suppose que .#, est vraie pour un certain n € N. Démontrer que .%,, est
vraie. Pour cela, on calculera la dérivée de ¢™, et on donnera la valeur de P, ; en
fonction de P,.

On pourra utiliser librement que la somme de deux polyndomes est un polynome, que
le produit de deux polyndémes est un polynéme, que toute puissance d’un polynome est un
polynome et que la dérivée d’un polyndme est un polyndme.

d) Conclure.



3. Soit n € N. On souhaite désormais étudier les limites de ™ en +1 et en —1.
a) Donner les limites de ¢™ en —17 et en +17.

b) Justifier que P, admet des limites finies en +1 et —1.

' I 1
Xn @ T — 1.2 exp 12/

b) En effectuant le changement de variable y = % démontrer x,, a une limite

,$27
nulle en +17 et —17.

On pose :

c) Conclure en donnant la limite de ™ en +1 et —1.

4. Soit n € N. On souhaite démontrer par récurrence la propriété suivante :

Fn: pest dérivable n fois en 1, et o™ (1) = 0.
a) Expliquer pourquoi ¢, est initialisée en 0.

Soit n € N. On suppose désormais que _Z, est vraie.
On appelle ¢, (z) le taux de variation de ™ entre +1 et z.

b) Calculer ¢,(x) pour > 1. En déduire la valeur de
i )
>1

c) (Difficile.) Ecrire la valeur de t,(z) pour x €] — 1,1[ en fonction de P,, puis
calculer :

lim t,,(x)
rz—1
<1

d) Conclure.

5. De la méme facon, démontrer que pour tout n € N, ¢ est dérivable n fois en —1 et
M(=1) =
" (=1) = 0.

6. Un mathématicien émet Paffirmation suivante :

Affirmation 2 Si f est une fonction indéfiniment dérivable sur R, et s’il existe un
1o € N tel que pour tout n € N, ™ (x) =0, alors f est la fonction nulle.




a) Ce mathématicien a-t-il raison ? Pourquoi ?

b) (Pour les éléves suivant 'option mathématiques expertes seulement.) L’assertion
est-elle vraie si 'on suppose de plus que f est un polynéme ?

Probléme 3 : caractérisation de la convexité par les tan-
gentes

Démontrer le lemme 57 du cours :

Lemme 57 Soit f une fonction dériwable sur un intervalle I. Soit €y sa courbe
représentative. Si pour tout o € I, € est au-dessus de sa tangente en xg, alors f est
convexe sur I.

On pourra utiliser librement tous les résultats du cours démontrés avant le lemme 57.



