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Ce document synthétise les démonstrations exigibles du programme de premiére. Par « exi-
gibles », on entend que tout éléve doit étre capable, pour chacun des résultats listés ci-aprés :

— D’une part, d’énoncer le théoréme, ou un énoncé mathématiquement équivalent (formula-
tions ou notations différentes) mais parfaitement rigoureux,

— D’autre part, de fournir en toute autonomie une preuve du théoréme,
— Et si besoin, d’effectuer les deux taches précédentes a la suite.

La maitrise de ces démonstrations est une étape essentielle dans ’apprentissage du raisonne-
ment mathématique. Outre l'effet positif sur les notes a I’épreuve de spécialité du baccalauréat,
elle permet de s’accoutumer a des taches plus complexes que 'application directe du cours.

Les démonstrations proposées ci-dessous ne sont pas uniques. Certaines peuvent étre présen-
tées différemment, et en particulier les notations peuvent étre adaptées. En cas de doute sur la
justesse d’'une démonstration alternative, ne pas hésiter a m’interroger directement.
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Cinq chapitres ne comportent aucune démonstration exigible.

— En analyse : les chapitres variations et courbes représentatives de fonctions et fonction
exponentielle.

— En géométrie : le chapitre géométrie repérée.

— En probabilités et statistiques : 'ensemble des chapitres.

Algebre

1 Suites numériques

Nota : pour ce chapitre, les démonstrations proposées sont faites par récurrence, et s’appuient
donc sur le programme de terminale.

1.1 Terme général d’une suite arithmétique

Théoréme 1.1 Soit (u une suite géométrique de premier terme ug = a et de raison
n)neN 0
r. Son terme généml S’€$p7 me Uy = TN + a.

Preuve : Pour n € N, on définit la proposition J7;, : « up, =1n+ a ».
— Initialisation : pour n =0, ug = a = r X 0+ a. Donc %) est vraie.
— Hérédité : supposons que 7, est vraie pour un certain n.

Par définition d’une suite arithmétique de raison r, 11 = U, + 7.

Or, d’aprés ¢, u, = rn+ a. Donc up41 = (rn+a) +r =r(n+1) 4+ a. Donc 74,11 est
vraie.

— Conclusion : par récurrence, 57, est vraie pour tout n € N. n

1.2 Terme général d’une suite géométrique

Théoréme 1.2 Soit (un)nen une suite géométrique de premier terme ug = a et de raison
q. Son terme général s’exprime un, = a X ¢".

Preuve : Pour n € N, on définit la proposition 47, : « u, = a X q" ».

— Initialisation : pour n =0, ug = a = a x ¢°. Donc J& est vraie.



— Hérédité : supposons que J7;, est vraie pour un certain n.
Par définition d’une suite géométrique de raison ¢, t,4+1 = Un X q.
Or, d’aprés 2, u, = a X ¢". Donc u,4+1 = a x ¢" x ¢ = a x ¢"*1. Donc 4,1 est vraie.

— Conclusion : par récurrence, 7, est vraie pour tout n € N. n

1.3 Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

Théoréme 1.3 Pour tout n € N¥,

n(n—l—l)’

I
=
I

14+2+--+n

Preuve : On appelle S,, la somme de 1’énoncé.

Pour n € N*, on définit la proposition 7, : « S, = n(n;l) .

1x(141)
2

— Initialisation : pourn =1, 51 =1= . Donc %) est vraie.

— Hérédité : supposons que 7, est vraie pour un certain n.

On a: »
nH_Zk_(Zkz) +1) =S, +n+1.

Or, d’aprés 57, S, = w Donc :

n(n+1) n?4+n 2n+2 n?4+3n+2
S _— L—— 1 p— p—
n+1 9 +n+ 9 + B B)
(n+1)(n+2)
B —
Donc 7,41 est vraie.
— Conclusion : par récurrence, 7, est vraie pour tout n € N*. n

1.4 Somme des premiers termes d’une suite géométrique

Théoréme 1.4 Pour tout ¢ € R\ {1} et n € N*,

1-¢""
l+q+¢+-+ Zq 1—g¢

Preuve : On appelle S, la somme de I’énoncé.
n+1

1 q

Pour n € N, on définit la proposition 77, : « S, = ».



— Initialisation : pour n = 0,
1—q 1—¢""!
1—gq 1—gq

Donc J4) est vraie.

— Hérédité : supposons que 7,11 est vraie pour un certain n.

Ona:
n+1 n
Sn+1 — qu — (Z qk> + qn+1 — Sn + qn+1‘
k=1 k=0
s N 1iqn+1
Or, d’aprés 47, S, = T Donc :
1— n+1 1— n+1 n+l _ n+42
Supr = ——— gt = LA
1—g¢q 1—g¢q 1—¢q
1— qn+2
T o1—q
Donc 4,41 est vraie.
— Conclusion : par récurrence, 77, est vraie pour tout n € N. n

2 Polynoémes du second degré

2.1 Expression des racines

Théoréme 2.1 Soit (a,b,c) € R? avec a # 0. Soit f : x — ax®+bx +c. Soit A = b —4ac.
— Si A >0, alors léquation f(x) = 0 a deux solutions réelles distinctes x1 et xo vérifiant :
—b— VA —b+ VA

1‘1:7' $2:
2a ’ 2a

—b

— Si A =0, alors l’équation f(x) =0 a une unique solution réelle x1 = x2 = 3.

— Si A <0, alors léquation f(x) =0 n’a pas de solution réelle.

Preuve : On exprime d’abord le trinéme f sous forme canonique. On remarque que :

+32— 2+@+E—— 2+b+E
W) T4\” o " 4a2) Y T 1
Donc
a 2a 4a a 2a da 2a 4da’
Soit :
A
f@)=a|(+5) -1 0

On raisonne par disjonction de cas selon le signe de A.




1. Supposons d’abord que A > 0. Alors

()

On en déduit donc la factorisation suivante :

e (s 5 ) (o1 8 5)
o) (2]

D’aprés le théoréme de I’équation produit nul, f(z) est nulle si et seulement si 'un des
deux facteurs £ — x1 ou & — xo est nul, c’est-a-dire si et seulement si x = x1 ou = = xo.

De plus, 1 = x2 si et seulement si VA = 0, c’est-a-dire si et seulement si A = 0.

2. Supposons au contraire que A < 0. Dans Iécriture (1),

b\ 2
— le terme <:13 + 2> est toujours positif,
a

A . s
— le terme — est strictement négatif,

4q?
2
donc (:r + 2 ) ~ 12 est strictement positif quel que soit x, et a fortiori ne s’annule
a a
jamais. L’équation n’a donc pas de solution. [

Analyse

3 Dérivation

3.1 Equation de la tangente en un point 4 une courbe représentative

Théoréme 3.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a € I et €5 la courbe
représentative de f. Si f est dériwable en a, alors €y admet une tangente 7, au point de
coordonnées (a, f(a)), et une équation de cette tangente est :

oy = f'(a)(x - a) + f(a).

Preuve : On considére le point Ay, de coordonnées (a+h, f(a+h)), et le point B de coordonnées
(a, f(a)), qui appartiennent & la courbe €. Lorsque h # 0, ces deux points sont distincts.
Appelons ., la droite (ApB).

On admet les deux résultats (intuitifs) suivants :

— Si f est dérivable en a, alors lorsque h — 0, les sécantes .#, (notés cy,) « tendent vers »
o (n0té c7,).



— Si f est dérivable en a, alors les coefficients directeurs des droites .}, ont pour limite le
coefficient directeur de la droite 7.

Le coefficient directeur de la droite %, est la quantité :

e — YA —YB _ fla+h)=f(a)  fla+h)— f(a)
‘y”_xAh—xB_ at+h—a h '

On reconnait le taux de variation de f entre a et a + h. f étant dérivable en a, ce taux de
variation converge, pour h — 0, vers f’(a), c’est-a-dire que :

limcy, = f/(a).
h—0 " f( )
Or, d’aprés le résultat admis, on a aussi :
limcy, =c
h—0 n Za
ol cg, est le coeflicient directeur de .7,.

Donc par unicité de la limite, ¢, = f'(a).
La droite 7, admet donc une équation réduite sous la forme :

To:iy=fa)z+«

ol a € R est a déterminer.
Or, B € Z,. Donc « vérifie I'égalité suivante :

On en déduit que :

Une équation réduite de .7, est donc :

oy = f'(a)z+ f(a) — f'(a)a

D’ou le résultat. n

3.2 La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0

Théoréme 3.2 La fonction f: x — /x, définie sur Ry, n’est pas dérivable en 0.

Preuve : Soit h € R’ Calculons le taux de variation de f entre 0 et 0 + h, que nous appelons
77(0, h). Ce taux de variation est défini par :

74(0,h) = W - \}E

Or, }llin%)\/}; = 0T, donc }lliH%)Tf(O, h) = +oco. Cette derniére limite n’étant pas réelle, la
— —

fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. [

3.3 Fonction dérivée de la fonction carrée



Théoréme 3.3 La fonction f : x — 22, définie sur Ry, est dérivable sur R, et sa fonction
dérivée est :
flix— 2.

Preuve : Soit x € R et h € R*. Calculons le taux de variation de f entre x et x + h, que nous
appelons 7¢(z, h). Ce taux de variation est défini par :

(x+h)?—a?  z*42zh+h?—2a?
h B Vh

Donc }Lin%) 7¢(z, h) = 2z, c'est-a-dire que f est dérivable en z, et f'(z) = 2z. n
—

3.4 Fonction dérivée de la fonction inverse

Théoréme 3.4 La fonction f: x> %, définie sur Ry, est dérivable sur Ry, et sa fonction
dérivée est :

1
f/:x'—>—72.
T

Preuve : Soit x € R* et h € R* tel que x 4+ h # 0. Calculons le taux de variation de f entre x
et  + h, que nous appelons 7¢(x, h). Ce taux de variation est défini par :

R R 2 Bk 0 W 220 1
) — z+h r _ 2 z+h z(z+h __z z+h _ _ '
75 h) h I h 2(z + h)
Or, lim z(z + h) = 22, donc lim 7¢(z, h) = —L, Cest-a-dire que f est dérivable en z, et
h—0 h—0 z
fla) = —3. .

3.5 Fonction dérivée d’un produit

Théoréme 3.5 Soient f et g deux fonctions dérivables en un méme point x. La fonction
fg:xw— f(x) x g(x) est dérivable en x et vérifie :

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)g' ().

Preuve : On admet le résultat suivant : si une fonction u est dérivable en un point a, alors
limg o u(x) = u(a).

Soit x € R* et h € R*. Calculons le taux de variation de fg entre x et x + h, que nous
appelons 7¢4(z, k). Ce taux de variation est défini par :



ol h) = f(z+h)g(x +hh) — [(@)g(x)

fl@+h)g(x+h) - fle+h)g(x) + flz+ h)g(z) — f(x)g(x)
h

g(x +h) - g(x)

fla+h)— f(z)

= flz+h) 3 +g(x) b
Or :

— Par définition de la dérivabilité de f en z,

fla+h) = fl@)

1 —

lim - fi(@)
— Par définition de la dérivabilité de g en z,

gz +h)—g(x)

1 =

hli% h g (1’) )

— D’apres le résultat admis, limy,_o f(z + h) = f(x).

Par opération sur les limites, il suit que :
. o / /
lim 74y(2, 1) = f(2)g'(2) + 9(2) " (z).

Donc fg est dérivable en z et (fg) (z) = f'(x)g(z) + f(z)d (x). n

4 Trigonométrie

4.1 Calcul de sin%.

Théoréme 4.1 sin§ = @

Preuve : Soit (O, i, j) un repére orthonormé. Considérons le point A le point du cercle trigono-
- —
métrique tel que I'angle orienté (i, OA) = 7, c’est-a-dire que A (COS 1,sin %)
Soit B le projeté orthogonal de A sur la droite (O,;). Par définition, le triangle OAB est

rectangle en B. Donc d’aprés le théoréme de Pythagore,

sin? % + cos? % = OB?+ BA? = 0A% = 1.

Enoutre,@: (Z,O—)él) :%,donc@zw—@—ﬁ:w—ﬂ—g—%Ilsuit

que le triangle BOA est isocéle en B, donc :

sin%zAB:OB:cosg.

En combinant ces deux égalités, on obtient :

ZSiHQZ —1,

8



soit

2 1
sm4 5
Or,Oé%éw,doncsin%}O,d’oﬂ
oo 1 1 V2
sin— =4/=- = — = —.
4 2 V2 2 "

4.2 Calcul de sin% et cos %

Théoréme 4.2 sing = Y2 of cos% = %

5

Preuve : Soit (O, i, j) un repére orthonormé. Considérons le point A le point du cercle trigono-
métrique tel que l'angle orienté (z OA) , ¢’est-a-dire que A (cos T, sin 3)

Soit B(1,0) et H (cos §,0) le pied de la hauteur en A du triangle OAB.
A et B appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1, donc OA = OB, et OAB
est isocéle en O. Il résulte que OAB = OBA. Comme de plus OAB + OBA + BOA = ,

OAB T— gOA 7r7§ _7r

Donc le triangle AOB est équilatéral. En particulier, la droite (AH) portée par la hauteur
[AH] est la meédiatrice du segment [AB], donc H est le milieu de [AB]. On en déduit que
AH = %, et donc cos § = %

De plus, OH A est rectangle en H, donc d’aprés le théoréme de Pythagore,

OH? + HA? = 0A?,

1
——i—smzz 1,

22 3
3
sinzg = 1
Or,0< § <, doncsing >0, dou
T 3 V3
sin— =4/- = —.
3 4 2 [

Géométrie
5 Produit scalaire

5.1 Formule d’Al-Kashi

Théoréme 5.1 Soit ABC un triangle. On a :

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC x cos BAC.




—
Preuve : D’aprés la relation de Chasles, B? = BA+ /ﬁ = B — zﬁ . Prenons le carré scalaire
de I'égalité précédente. On obtient :

502 = (3¢ - AB)' = 4C? - 2B 40 + B

Or,
e - e

— De méme, B2 = AC?,
— De méme, @2 = AB?:
— Enfin, par définition du produit scalaire, 1@ . ﬁ = AB x AC x cos BAC.

Le résultat suit immeédiatement. n

et
5.2 Ensemble des points M tels que AM - BM =0

—
Théoréme 5.2 Soient A et B deuz points distincts. L’ensemble des points M tels que AM -
BM =0 est le cercle de diamétre AB.

Preuve : On raisonne par équivalences successives.
So_it> M un point quelconque du plan.
AM-BM =0
ssi AM x BM x cos AMB = 0,
ssi AM =0 ou BM =0 oucos AMB =0,
SSiM:AouM:BouMZg,
ssi M = A ou M = B ou le triangle AM B est rectangle en M,
ssi M = A ou M = B ou M appartient au cercle de diameétre AB,
ssi M appartient au cercle de diamétre AB. [
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